Matematika, 9. évfolyam, 3. epocha (geometria)
Definíciók, tételek, bizonyítások

· A síkot n darab egyenes minimális esetben n+1 részre (párhuzamos egyenesek), maximális esetben 
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 részre (egymást különböző pontokban metsző egyenesek) bontja.
· A háromszög belső szögeinek összege 180º ( Bizonyítás: Az egyik oldallal (a) párhuzamos egyenest állítva a szemközti csúcsba, az a oldalon lévő szögek váltószögei jelennek meg a szemközti szög mellett, a szemközti csúcsban 180º-ra egészíti ki egymást a három szög.
· A háromszög egyik külső szöge egyenlő a nem mellette fekvő két belső szögének összegével. ( Bizonyítás: Az adott szöggel szemközti oldalt eltolva az adott csúcsba ez az eltolt egyenes a két másik belső szögre bontja fel a külső szöget (egyállású szögek és váltószögek).
· Az n szögű sokszög belső szögeinek összege (n – 2) ∙ 180º ( Bizonyítás: konvex sokszög egyik csúcsából (n – 3) átló húzható, ami (n – 2) darab háromszögre bontja a sokszöget. Konkáv sokszög konvex sokszögekre bontható…
· Szabályos n szög szöge: 
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 ( Bizonyítás: a belső szögek összegének n-ed része.

· Egy n szögbe 
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 darab átló húzható. ( Bizonyítás: n csúcsból csúcsonként (n – 3) átló húzható, de így minden átlót kétszer számoltunk.

· Egy háromszög tetszőleges két oldalhosszának összege mindig nagyobb a harmadik oldal hosszánál.
· A trapéz tulajdonságai: minimum 1 párhuzamos oldalpár, a szárak szögei 180º-ra egészítik ki egymást.

· A paralelogramma tulajdonságai: trapéz is egyben, párhuzamos oldalpárok, szomszédos szögek 180º-ra egészítik ki egymást, szemközti szögek egyenlőek, egymást felező átlók, csak ez a négyszög lehet középpontosan szimmetrikus.
· A téglalap tulajdonságai: paralelogramma is egyben, derékszögei vannak, azonos hosszúságú átlók. Húrnégyszög is (ld. később).

· A deltoid tulajdonságai: merőleges átlók, (minimum) két szemközti szöge egyenlő

· A rombusz tulajdonságai: paralelogramma és deltoid egyszerre, egyenlő oldalak.

· A négyzet tulajdonságai: téglalap és rombusz egyszerre

· Négyszög középvonala: szemben lévő oldalfelező pontokat köti össze.

· Paralelogramma középvonala: párhuzamos és egyenlő hosszú a másik két oldallal.

· Trapéz középvonala: a szárak felezőpontjait összekötő középvonal párhuzamos az alapokkal és azok hosszának átlaga (számtani közepe). ( Bizonyítás: az egyik szár felezőpontjára tükrözve a trapézt paralelogrammát kapunk, ennek középvonala (a trapéz középvonalának kétszerese) párhuzamos és egyenlő hosszúságú az oldalakkal, a paralelogramma megfelelő oldala pedig a trapéz két alapjának összege.

· Háromszög középvonala: két oldalfelező pontot köt össze, a harmadik oldallal párhuzamos és fele hosszúságú. ( Bizonyítás: a háromszöget kell tükrözni az egyik oldalfelezőre, paralelogrammát kapunk, ennek középvonalának fele a háromszög középvonala.

· Egybevágósági transzformáció: az eredeti alakzat bármely két pontja a transzformáció után is azonos távolságra lesz egymástól (távolságtartó). További tulajdonsága: szögtartó.

Transzformációk:

	
	távolságtartó (egybevágósági)
	van fixpontja
	van fixegyenese
	a körüljárási irányt megtatja

	eltolás
	igen
	nincs
	az eltolás irányával párh. egyenes
	igen

	forgatás
	igen
	a forg. kp-ja
	nincs
	igen

	középpontos tükr.
	igen
	a tükörkp.
	a kp-on áthaladó minden egyenes
	igen

	tengelyes tükrözés
	igen
	a tengely pontjai
	a tengely és az arra merőleges egyenesek
	nem


· Két alakzat egybevágó, ha egybevágósági transzformációkkal egymással fedésbe hozhatóak.
· Két háromszög egybevágó, ha egyenlő

· három oldala

· két oldala és egy szöge

· egy oldala és (az oldalhoz képest) két azonos helyen lévő szöge

· egy oldala, az oldalhoz tartozó magasság és egy szöge

· … stb

· A háromszög oldalfelező pontjait a szemközti csúcsokkal összekötő szakaszok a háromszög súlyvonalai. A súlyvonalak metszéspontja a háromszög súlypontja.

· A súlyvonalak egy pontban metszik egymást és egymást harmadolják. ( Bizonyítás elég két súlyvonalra, mert ha minden két súlyvonal harmadolja egymást, akkor egy súlyvonalból már adódik a súlypont, amin a másik két súlyvonal egyenként is áthalad. Az egyik középvonal, a szemközti oldal és az ezek csúcspontjain áthaladó súlyvonalak két hasonló háromszöget alkotnak, melyek 1:2 arányban hasonlítanak a középvonal tétele miatt. Ez a két háromszög tehát 1:2 arányban osztja fel a súlyvonalakat is.
· A súlyvonalak 6 egyenlő területű háromszögre darabolják a háromszöget. ( Bizonyítás: Az egyik oldalhoz (a) tartozó két kis háromszög egyenlő, mivel azonos a magasságuk, és az az oldaluk, aminek hossza a nagy háromszög a oldalának fele. Ez a bizonyos magasság harmada a háromszög a oldalához tartozó magasságának, mivel a súlypont harmadolja a súlyvonalat (hasonló háromszögek miatt a magasság is harmada).
· Az oldalfelező merőlegesek egy pontban metszik egymást (köréírható kör kp-ja). ( Bizonyítás: két oldalfelező merőleges metszéspontjától az A és B csúcsok, valamint a B és C csúcsok is azonos távolságra vannak, mivel az oldalfelező merőleges minden pontja azonos távol van két csúcstól. Ez a metszéspont tehát rajta van a harmadik oldalfelező merőlegesen is, mivel ez az egyenes tartalmazza azokat a pontokat, amik A és C csúcstól egyenlő távol vannak (mint ahogy ez a metszéspont is).
· A háromszög szögfelezői egy pontban metszik egymást (beírt kör kp-ja). ( Bizonyítás: két szögfelező metszéspontjából az 3 oldalra bocsájtott merőlegesek egyenlőek lesznek (egy szögfelező bármely pontjából a szárakra bocsájtott merőlegesek egyenlőek). A harmadik szögfelezőn azok a pontok vannak, melyek a két szártól azonos távolságra vannak, így ez a metszéspont is rajta lesz a harmadik szögfelezőn.
· A háromszög magasságvonalai egy pontban metszik egymást. ( Bizonyítás: a (szemközti) oldalakkal párhuzamosakat húzva a csúcsokon keresztül olyan (nagy) háromszöget kapunk, aminek az eredeti háromszög oldalai lesznek a középvonalai. A nagy háromszög oldalfelező merőlegesei (amik egy pontban metszik egymást, ld. előbb) megegyeznek a kis háromszög magasságvonalaival, amik eszerint ugyancsak egy pontban metszik egymást.
· Egy AB átfogójú derékszögű háromszög derékszögű csúcsa az AB átmérőjű körön található. Ez Thalész tétele. Megfordítása: Ha egy háromszög köréírható körének átmérője a háromszög egyik oldala, akkor az a háromszög derékszögű. ( Bizonyítás: a derékszögű háromszöget az átfogó felezőpontjára tükrözve téglalapot kapunk. Ebből a felezőpontból valóban rajzolható köréírható kör a téglalap (és a háromszög) köré, aminek az átmérője a háromszög átfogója. A megfordítás bizonyítása: a körön lévő csúcsot tükrözzük a kör középpontjára, az átmérők végpontjaival együtt téglalapot kapunk, mivel csak a téglalapra igaz, hogy az átlói azonos hosszúságúak és felezik egymást.
· Egy körhöz húzott érintő merőleges az érintési pontba érkező sugárra.

· Az érintőnégyszög (van egy minden oldalát érintő beírt köre) két-két szemközti oldalának összege egyenlő. ( Bizonyítás: a csúcsokból az érintési pontokhoz húzott szakaszok páronként egyenlőek.

· Egy AB körívhez tartozó kerületi szögek és érintőszárú kerületi szögek egyenlőek. A középponti szög kétszerese a kerületi szögeknek.
· A húrnégyszög (létezik egy minden csúcsán áthaladó köréírt kör) két-két szemközti szögének összege 180º. ( Bizonyítás: a húrnégyszög egyik átlójához a másik két csúcsban 1-1 kerületi szög tartozik. Ezeknek kétszerese az átlóhoz tartozó két középponti szög, amik 360º-ra egészítik ki egymást. A (szemközti) kerületi szögek feleakkorák, mint a középponti szögek, összegük tehát 180º lesz.
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