7 '-" (, #
O K E V' A 2004-2005-6s tanév matematika OKTV IL kategoria

Orszagos Kozoktatasi

i ey els6 fordulojanak feladatai
Ertékelési és Vizsgakdzpont -

1. feladat.
Az ay, sorozatot (n természetes szdm) a kovetkez8képpen értelmezziik:
n
ap=28sap=0a,_1— ——,han>0.
0 T I

Adjuk meg an,-t n fiiggvényében!

1. megoldas. A sorozat képzési szabdlya alapjdn kiszdmoljuk az els§ néhdny elemet:

o g 37 _ 25 121
ag =4, @1 = 27 az = 6’ U:3— 247 a4_ 120’
p ) X (n+1!+1
Ezek a szdmok a kovetkez$ sejtéshez vezettek: ay, = W 2 pont
Sejtésiinket teljes indukcidval bizonyitjuk.
!
Kezd6lépés: n =0-ra ag = T =2, a kifejezés helyes.
e . " (m+D!+1 fos s .
Indukcids 1épés: feltételezziik, hogy an = _W és ennek segitségével megmutatjuk,
2)+1
hogy ap41 = % A sorozat képzési szabdlya, illetve az indukcids feltevés alapjéan:
n+2)!
o — n+l (n+D!+1 _ n+l (M+2)!+(n+2)—(n+1) (m+2)!+1
I )T A D! (me2)! (n+2)! T (n+2)!
1
Ezzel a bizonyitdst befejeztiik, valéban a, =1+ ——. 5 pont
(n+1)!
Osszesen: 7 pont
2. megoldas. Felhaszndljuk, hogy
n 1 1
(n+1)! n!  (n+1)
2 pont
1 1 1
Ekkor ay —a;= 2 17 ap
2 1 1
e T TR 1)
31 1
T TR
n 1 1
Ap—-1—0a
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Ezeket Osszeadva

1

és igy a":1+(n+1)"

2. feladat.

—ap=1—
0~ Gn (n+1)!

5 pont

Osszesen: 7 pont

Az ABCD konvex négyszog csicsai egy koron vannak. A szomszédos oldalak fele-
zGpontjait 6sszekots szakaszok a négyszogbSl négy hdromszoget vdgnak le. Igazoljuk,

hogy e négy hdromszog koriilirt

Meggondolandé a kovetkezd, 2.
C

korei egy ponton haladnak 4t!

Megoldas. Legyen az AB oldal felez6pontja P, a BC
oldal felezGpontja Q, az ABCD négyszog koré irt kor
kozéppontja O.

7

O rajta van AB felezOmerGlegesén, ezért OP merSleges
AB-re. Hasonl6an O rajta van BC felez&merSlegesén,
ezért OQ) merSleges BC-re. A Thalesz tétel megfordi-
tdsa alapjdn az OB 4tmérgjti koron rajta van P és Q
is. (Ez teljesiil akkor is, ha AB a kor dtmérGje, mert
ebben az esetben O azonos P-vel). Tehdt a B cstcsnal

levagott kis haromszog koré irt koron rajta van O.

Ugyanilyen indokldssal kapjuk, hogy O a tobbi csicsndl
levagott hdromszogek koré irt korokon is rajta van, azaz
a négy kor valéban egy ponton, O-n, halad 4t.

5 pont

2 pont

Osszesen: 7 pont

megoldas:

Ha egy k kort egy B pontjdbdl felére kicsinyitiink, ak-

kor a kapott k' kor tartalmazza minden olyan hir fe-
lezGpontjdt, amely B-bdl indul ki, tehdt a B-n 4tmend
atmérd felezGpontjdt, a k kor O kozéppontjdt is.

Ebbdl kovetkezik, hogy az A, B, C, D pontokbdl a
négyszog koré irt kort felére kicsinyitve éppen a feladat-

ban szerepld koroket kapjuk €s ezek dtmennek az adott
kor O kozéppontjdn.

3 pont

4 pont

Osszesen: 7 pont

Megjegyzés: Nem haszndltuk ki, hogy négyszogr6l van sz, az 4llitds tetszGleges korbe

frt sokszogre igaz.



3. feladat.

.. . av3+b . ) ) )
Az a, b, c olyan pozitiv egészek, amelyekre az V3 tort értéke raciondlis szdm. Bi-
3+c
2,32, 2
a“+b°+c

zonyitsuk be, hogy ———— egész szam!

a+b+c

aV3+b

Megoldas. Legyen a tort értéke a raciondlis 7 szdm. Az

=7 egyenliség mindkét
bv3+c &y g

oldalét a nevez&vel megszorozva €s dtrendezve kapjuk:
V3(a—rb)=rc—b.

A jobb oldal raciondlis. A bal oldalon V3 irraciondlis, a — rb raciondlis. Ezek szorzata,
csak a — rb=0 esetén lesz racionalis.

Ekkor a —rb=rc—b=0, azazr:%:gésigy b’ =ac.
Ezt felhaszndlva
a?+b%+c? =(a+b+c)? — 2ab—2bc — 2ac= (a+b+c)* — 2(ab+bc+b*) =
=(a,+b+c)2 —2bla+b+c)=(a+b+c)a—b+c).

A vizsgélt tort értéke tehdt a — b+c, ami valéban egész.

3 pont

3 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

4. feladat.
Az ABC héaromszog beirt korének kozéppontja O. Az OAB, OBC, OC A hdromszogek

silypontjai rendre C’, A’, B'. Igazoljuk, hogy az AA’, BB', CC’ szakaszok egy ponton
mennek at!

1. megoldds. Dolgozzunk O-bdl indulé helyvektorokkal, a pontokat jelol§ nagybetiik
jeloljék egyben helyvektorukat is.

B+C
Mivel A’ stlypont, ezért A’ = iy
A 3 : 1 A 3
Az AA' szakasz A’-hoz kozelebbi negyedelSpontjdba
mutat$ vektor:

34'+A 3B €+A A+B+C
0 4 4 4

. : . A+B+C
Ugyanilyen indokléassal kapjuk, hogy az ——4—+—— helyvektord pont a BB’ és CC’

szakaszoknak is a B'-hoz, illetve C’'-hoz kozelebbi negyedelSpontja, tehdt a szakaszok
egy ponton mennek At.

2 pont

3 pont

2 pont

Osszesen: 7 pont



2. megoldas. Legyenek az A BC hdrom-
szog oldalfelez§ pontjai A, By, C}, az
A1B,C; hdromszog oldalai az ABC-
nek kozépvonalai, ezért oldalai rend-
re parhuzamosak az ABC megfelels
oldalaival.

Kicsinyitsiik O-bdl az A; B;C| hdrom-
2
szoget a g-éra, ekkor az A B;C; pon-

tok rendre az OBC, OCA, OAB ha-
romszégek stlypontjaiba, azaz az A’,

B’, C' pontokba mennek 4t, tehdt az

A’ B'C’ haromszog oldalai rendre parhu-
zamosak az Ay B;C; hdromszognek, €s
igy az ABC hdromszognek az oldalai-
val is. Ebbdl kovetkezik, hogy az ABC

és A’ B'C’ hdromszogek kézéppontosan
hasonldk, ezért a megfelel§ csicsokat

Osszekotd egyenesek: AA', BB, cC’
dtmennek a hasonlésdg kozéppontjdn.

3 pont

4 pont

Osszesen: 7 pont

Megjegyzés a pontozashoz.

a) Gondosan elkészitett helyes dbrdért 6nmagédban legfeljebb
Koordinéta-geometriai megoldds esetén:

b) A, B, C koordinatdival O koordinétdinak kifejezése

(Ez a 1épés nem feltétleniil sziikséges.)

Xg+Xc+Xo Y, Y,
¢) A’ koordinatéinak felirdsa pl. (XA,;YA,)=< +Xc+Xo Ypt+Yo+ 0).

3 ’ 3

Az a, b, c részeredmények pontszdmai nem adédnak Ossze. Az a versenyzd, aki eddig

jut el, 2 pontot kap. -

d) AA’ egyenes egyenletének felirdsa, péld4ul:

_ _ YB+Y0+Y0—3YA
AT Xp+Xo+Xo—3Xa

Y (X —X4).

e) AA’' és BB’ metszéspontjdnak kiszdmitdsa
f) Az e)}ben meghatirozott metszéspont CC’-n rajta van.

Megjegyzés. Nem haszndltuk, hogy O a beirt kor kozéppontja, erre nincs is sziikség. S6t,

O lehet az ABC haromszog sikjén kiviil is. Az AA’, BB, CC’ szakaszok az ABCO
tetraéder silyvonalai, amelyek a tetraéder silypontjdban negyedelve metszik egymadst.

1 pont

2 pont

2 pont

2 pont

2 pont
1 pont



5. feladat.

Igazoljuk, hogy 102 darab pozitiv egész szam koziil kivdlaszthat6 kett§ gy, hogy azok
kiilonbsége vagy 0sszege oszthatd legyen 200-zal!

Megoldas. A szamokat 200-zal val6 osztdsi maradékuk (a tovdbbiakban egyszerlien: ma-
radékuk) szerint vizsgdljuk, ezek a maradékok: 0, 1, 2, ..., 198, 199.

Felhaszndljuk, hogy ha két szdm maradéka egyenld, akkor kiilonbségiik, ha pedig mara-
dékaik 0sszege 200, akkor 0sszegiik oszthaté 200-zal.

Ha a 102 szdm ko6zott van két egyenld maradékd, akkor az el6z6ek szerint kiilonbségiik
oszthaté 200-zal, tehdt készen vagyunk.

A tovdbbiakban ezért feltehetjiik, hogy a 102 szdm k6z06tt nincs két azonos maradék.
Készitsiink 101 darab skatulydt, és mindegyiket cimkézziik valamilyen maradékkal; az
els6t €s az utolsét egy maradékkal, a tobbit két olyan maradékkal, amelyek osszege 200:

0 9) ®

cimke: 0 1; 199 2; 198 99; 101 100

Helyezziik most be mind a 102 szdmot abba a skatulydba, amelynek a cimkéje a szdm
maradék4t tartalmazza. Mivel 102 szdm van és csak 101 skatulya, van olyan skatulya,
amelybe két szdm keriil; ezek kiillonb6z8 maradékiak, maradékuk Gsszege 200, 6sszegiik
tehdt oszthaté 200-zal; 4llitdsunkat ezzel igazoltuk.

1 pont
1 pont

1 pont

4 pont

Osszesen: 7 pont





