Matematika – 3. epocha gyakorló feladatok – megoldások
1.

I. LNKO, LKKT

1. Határozd meg a 270 és a 300 legnagyobb közös osztóját és legkisebb közös többszörösét!

270 = 2 · 33 · 5;

300 = 22 · 3 · 52
(270; 300) = 2 · 3 · 5;

[270; 300] = 22 · 33 · 52
2. Határozd meg a 420 és az 504 legnagyobb közös osztóját és legkisebb közös többszörösét!

420 = 22 · 3 · 5 · 7;

504 = 23 · 32 · 7

(420; 504) = 22 · 3 · 7;

[420; 504] = 23 · 32 · 5 · 7

3. Határozd meg a 900 és az 440 legnagyobb közös osztóját és legkisebb közös többszörösét!

900 = 22 · 32 · 52;

440 = 23 · 5 · 11

(420; 504) = 22 · 5;

[420; 504] = 23 · 32 · 52 · 11
4. Határozd meg az alábbi számpárok legnagyobb közös osztóját (LNKO) és legkisebb közös többszörösét (LKKT)!

a, 840; 756

840 = 23 · 3 · 5 · 7
756 = 22 · 33 · 7

(840; 756) = 22 · 3 · 7
[840; 756] = 23 · 33 · 5 · 7
b, 420; 875

420 = 22 · 3 · 5 · 7
875 = 53 · 7

(420; 875) = 5 · 7
[420; 875] = 22 · 3 · 53 · 7

5. Gellért zeneszámokat másolna Gergőnek. Az azonos méretű mp3 fájlokból a kisebb, (650 MB-os) CD-re 130 darab fér, a nagyobb (700 MB-os) CD-re 140 darab. Ha azonos típusú CD-kre (vagy csak kisebbekre, vagy csak nagyobbakra) másol Gellért, mindkét esetben keletkezik egy olyan CD, amelyiken csak 95 szám van (nem telik be az utolsónak másolt CD, de a többi igen). Hány számot akar átmásolni Gergőnek?

130 = 2 · 5 · 13;
140 = 22 · 5 · 7;
[130; 140] = 22 · 5 · 7 · 13 = 1820

1820 zeneszám (és ennek többszörösei) esetén mindkét típusú CD sorozat pont betelne. Ha még 95 szám marad az utolsó CD-re, akkor az átmásolandó zeneszámok száma:

1820+95 = 1915;
2·1820+95 = 3735;
3·1820+95 = 5555; … lehet.

6. Magyarország köztársasági elnökét 60 havonta választják újra. A parlamenti választások után új miniszterelnöke 48 havonta lehet az országnak. Utoljára 1990-ben történt, hogy ugyanabban az évben lett új köztársasági elnök és miniszterelnök. Mikor történhet meg ez a két dolog ismét ugyanabban az évben?

5 évente és 4 évente történhet változás, tehát 20 évente történhet egyszerre. Legközelebb 2010-ben lesz a két választás egy időben.

7. Ha egy adathordozóra 60 megabyte-os fájlokat másolunk, 9 megabyte marad szabadon. Ha 54 megabyte-os fájlokat, akkor is 9 megabyte marad. Minimálisan mekkora lehet ez az adathordozó?

[54; 60] = 22 · 33 · 5 = 540, tehát 540 + 9 = 549 megabyte-os méretű lehet.

8. Ha Sári a zsebpénzét 200 forintosokra váltaná, még 23 forintja maradna apróban. Ha 500-asokra, akkor is. Ha úgy váltaná be, hogy ugyanannyi 100-ast és 200-ast kapjon vissza egyszerre, akkor is 23 forintja maradna. Hány forintja lehetett Sárinak?

Ugyanannyi 100-as és 200-as pénzérme ugyanazt jelenti, mintha 300 forintosokra váltaná be pénzét Sári. A zsebpénzét 200-al, 300-al és 500-al osztva egyaránt 23 forint marad. A pénzből tehát 23 Ft-ot kivonva egy olyan számot kapunk, ami osztható 200-al, 300-al és 500-al. A legkisebb ilyen szám a 3 szám legkisebb közös többszöröse, ez 3000 forint. Ugyancsak oszthatóak ezzel a 3 számmal a 3000 többszörösei. Sári zsebpénze tehát 3023, 6023, 12023,… lehet.

II. Relatív prímek

1. Húzd alá azokat a számokat, amelyekkel relatív prím lesz az 504

55
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504 = 23 · 32 · 7 ( azokkal a számokkal relatív prím az 504, amelyeknek prímtényezős felbontásában nem szerepelnek a 2, 3 és 7 prímek.

2. Vonallal kösd össze azokat a számpárokat, amelyek egymással relatív prímek! (Egy számhoz tartozhat több vonal is, vagy egy sem.)
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3. Vonallal kösd össze azokat a számpárokat, amelyek egymással relatív prímek! (Egy számhoz tartozhat több vonal is, vagy egy sem.)
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4. Karikázd be azokat a számokat, amelyek relatív prím számpárost alkotnak a 42-vel.
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42 = 2 · 3 · 7, a bekarikázott számokban ezek a prímtényezők nem szerepelnek.
III. Maradékosztályok

1. Három szám közül az első 5-tel osztva 1 maradékot ad (jelölése 5k+1), a második 2-t (5k + 2), a harmadik 4-et (5k + 4).
a, Melyik kettőt kell összeadni ahhoz, hogy az összeg 5-tel osztható legyen?

Az elsőt és a harmadikat:

(5k+1) + (5k+4) = 10k + 5 ( 5-tel osztható

b, Melyikből melyiket kell kivonni, hogy a különbség 5-tel osztva 3 maradékot adjon?

A harmadikból az elsőt:

(5k+4) – (5k+1) = 5k + 3

vagy a másodikból a harmadikat:
(5k+2) – (5k+4) = 5k – 2 [azaz 5·(k–1) + 3]

c, Melyikből melyiket kell kivonni, hogy a különbség 5-tel osztva 4 maradékot adjon?

Az elsőből a másodikat:

(5k+1) – (5k+2) = 5k – 1 [azaz 5·(k–1) + 4]

d, Melyik kettőt kell összeszorozni, hogy a szorzat 5-tel osztható legyen?

Mivel mindegyik szorzás esetén a szorzat maradékát a maradékok szorzata adja (pl: (5k+1)·(5k+2) = 25k2 + 3·5·k + 2 = 5i + 2), nincs olyan párosítás, ahol 0 lenne a maradék.

e, Mennyi maradékot ad a három szám szorzata?

(5k+1)·(5k+2)·(5k+4) ( Igaz, hogy mindegyik tagot mindegyikkel meg kell szorozni, majd az így kapott szorzatokat össze kell adni, de amelyik tagot 5k-val szorozzuk, az osztható lesz 5-tel, így ezeket a tagokat nem is kell figyelembe venni. Csak a maradékokból álló szorzatban nem szerepel az 5k, így az 1·2·4 = 8 eredményből adódik a maradék, ami ezek szerint 3 lesz.

2. Vegyünk 4 egész számot és jelöljük őket a héttel való osztás maradéka szerint: (7k+1), (7k+2), (7k+4), (7k+5), ahol k egy természetes szám.
a, Melyik két számot kell összeadni ahhoz, hogy az összeg 7-tel osztható legyen?

(7k+2) + (7k+5)

b, Melyikből melyiket kell kivonni, hogy a különbség 7-tel osztva 3 maradékot adjon?

(7k+5) – (7k+2);
(7k+4) – (7k+1);
(7k+1) – (7k+5)

c, Melyik két számot kell összeszorozni, hogy a szorzat 7-tel osztva 3 maradékot adjon?

(7k+2) · (7k+5)

3. Vegyünk 3 egész számot és jelöljük őket a hattal való osztás maradéka szerint: (6k+1), (6k+2), (6k+4), ahol k egy természetes szám.
a, Melyik két számot kell összeadni ahhoz, hogy az összeg 6-tal osztható legyen?

(6k+2) + (6k+4)
b, Melyikből melyiket kell kivonni, hogy a különbség 6-tal osztva 3 maradékot adjon?

(6k+4) – (6k+1);
(6k+1) – (6k+4)
c, Milyen maradékot ad 6-tal osztva a három szám szorzata?

1 · 2 · 4 = 8 ( 6-tal osztva 2 maradékot ad.

IV. Hatványazonosságok

1. Írd át egyszerűbb alakra!  (Csak prímek szerepeljen a hatványalapok között, törtek se szerepeljenek!)
a, 5 · 32 · 33 · 5 = 35 · 52

b, 2 · 83 · 4–1 · 24 = 21 · (23)3 · (22)–1 · 24 = 21 · 29 · 2–2 · 24 = 212

c, 
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 2–3 · 5(–4)·(–3) = 2–3 · 512

d, 
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e, 
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f, 22 · 33 · 24 · 30 = 26 · 33
g, 22 · 4–4 · 88 · 2–1 · 43 = 21 · (22)–1 · (23)8 = 21 · 2–2 · 224 = 223
h, 
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 39 · 2–(–4)·3 · 2–2 · (2 · 3)–8 = 39 · 212 · 2–2 · 2–8 · 3–8 = 22 · 3
i, 
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–1 = 7–3 · (72)2 · 7–1 = 7–3 · 74 · 7–1 = 70 = 1
j, (5 · 34 · 2–4)3 · 30–2 = 53 · 312 · 2–12 · (2 · 3 · 5)–2 = 5 · 310 · 2–14
k, 5–3 · 24 · 50 · 103 = 5–3 · 24 · 23 · 53 = 27
l, 93 · 814 · 3–10 = (32)3 · (34)4 · 3–10 = 36 · 316 · 3–10 = 312
m, 
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(3·2)5·(9–3)–4·(12–2)–4 = 35·25·912·(22·3)8 = 35·25·324·216·38 = 221 · 337
n, 
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 23 · 36 · (22)5 · (2·3)–6 = 23 · 36 · 210 · 2–6 · 3–6 =  27
o, [(5 · 33)3]3 = (53)3 · [(33)3]3 = 59 · (39)3 =  59 · 327
p, 54 · 5–2 · 5 = 53

q, 93 · 3–2 · 34 = 38

r, 
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v, 
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2. Határozd meg x értékét

a, 27x = 318
( (33)x = 318
(
33x = 318
(   3x = 18
(
x = 6

b, x12 = 163
( x4·3 = 163
(
(x4)3 = 163
(   x4 = 16 = 24  (
x = 2

c, (3x · 4x)3 = 29 · 69  (  [(3 · 4)x]3 = (2 · 6)9 (  (12x)3 = 129 ( 123x = 129 ( x = 3

d, 81x = 316
( (34)x = 316
(
34x = 316
(   4x = 16
(
x = 4
e, 3x · 2x = 364  (  6x = 68  (  x = 8
f, x4 = 312
( x4 = 33·4
(
x4 = (33)4
(   x4 = 274  (
x = 27
g, (2x · 23x)4 = 43x · 210  ( (2x+3x)4 = 26x · 210 ( 216x = 26x+10 ( 16x = 6x + 10 ( 



( 10x = 10 ( x = 1
h, 25x = 518
( (52)x = 518
(
52x = 518
(   2x = 18
(
 x = 9
i, 5x · 2x = 1003  (  10x = 1003 = 106 (   x = 6
j, x6 = 712
( x6 = 72·6
(
x6 = (72)6
(   x6 = 496  (
 x = 49
k, 34 · (x2 · x3)3 = x7 · 320 ( 34 · (x5)3 = x7 · 320 ( 34 · x15 = x7 · 320 (
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 ( x8 = 316 ( x8 = 32·8 ( x8 = (32)8 ( x = 32 ( x = 9
l, 4x · 217 = 229
22x · 217 = 229
2x + 17 = 29
x = 6
m, (5x · 6x)2 = 38 · 108
302x = 308
2x = 8
x = 4
n, 
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3x = 38

x = 8
o, x15 = 85
(x3)5 = 85
x3 = 8
x = 2

p, x10 = 45
(x2)5 = 45
x2 = 4
x = 2
3. Hányféleképpen lehet az a12 -t felírni ’a’ alapú négytényezős szorzattal, ahol a kitevők mindegyike különböző (a szorzat tényezőinek sorrendje természetesen lényegtelen). A kitevőkben csak pozitív egész számok lehetnek. Írd is le ezeket a szorzatokat!

2 féle módon:

a12 = a1 · a2 · a3 · a6
a12 = a1 · a2 · a4 · a5
V. Normál alak

Add meg a következő számok normál alakját:

601 500 000 000 = 6,015 · 1011
0,00010101 = 1,0101 · 10–4
21 016 000 000 000 = 2,1016 · 1013
99,99 = 9,999 · 101
0,1051 = 1,051 · 10–1
50 100 000 000 =  5,01 · 1010
100 =  1 · 102
0,0070111 =  7,0111 · 10–3
VI. Számolás algebrai kifejezésekkel

Írd át egyszerűbb alakra!

a, 2(a+2b)2 – 3ab – a(5a – 2b) = 2(a2 + 4b2 + 4ab) – 3ab – 5a2 + 2ab = 


= 2a2 + 8b2 + 8ab – 3ab – 5a2 + 2ab = –3a2 + 8b2 + 7ab
b, (–b) · (–ab) · (–a2) = –a3b2
c, –a(a + b) + (–b)(b – a) = –a2 – ab – b2 + ab = –a2 – b2
d, 3a(1 + a)(2 + a) = 3a(2 + 3a + a2) = 6a + 9a2 + 3a3
e, (3a – 2b)2 – 3a(a – 4b) – a · 6a = 9a2 – 12ab + 4b2 – 3a2 + 12ab – 6a2 = 4b2
f, 
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g, –3·(–2ab) · (–a3) · (–3b)2 = 6ab · (–a3) · 9b2 = –54a4b3
h, 5(2a + b)2 – 4a(5b + 5a) = 5(4a2 + 4ab + b2) – 20ab – 20a2 = 5b2
i, –5b(2a – 1)2 – 10ab(2 – 2a) = –5b(4a2–4a+1) = –20ba2+20ab–5b–20ab+20a2b =  –5b
j, 
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 a2 + b2
k, –b2 · (–ab)2 · baba =  –b6a4
VII. Elemi oszthatósági szabályok

Hogyan lehet felismerni, hogy egy szám osztható 15-tel? Add meg a felismerés eljárását!

Egy szám akkor osztható 15-tel, ha 3-mal és 5-tel osztható. A szabály tehát az, hogy a szám számjegyeinek összege 3-mal osztható és 0-ra vagy 5-re végződik.

VIII. Hatványok számjegy-végződése (bonusz)

1. Milyen számjegyre végződik a 20032003? Indoklás is kell!

A 2003 utolsó számjegyének hatványa ugyanaz lesz, mint magának a számnak a hatványa, így elég a 32003 –at vizsgálni. A 3-nak minden negyedik hatványa azonos végződésű, így a 32003 –nak ugyanaz lesz a végződése, mint a 33 –nak, tehát 7.

2. Milyen számjegyre végződik a 444444 ? Indoklás is kell!

A 4-nek minden második hatványa 6-ra végződik, így a páros kitevőn lévő hatvány végződése is 6 lesz.
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