Matematika – 4. epocha gyakorló feladatok – megoldások
1.

I. Szerkesztések

1. Szerkeszd meg az ABC háromszög a + b vektorral eltolt képét, majd az eltolt háromszöget forgasd el +π/6 radián szöggel P pont körül.
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Eljárás:

I. Az a és b vektorok összegét adó vektort úgy kapjuk meg, hogy pl. a b vektor kezdőpontját (E) az a vektor végpontjába (D) toljuk.

A vektor eltolása: Ha az E pont D pontba kerül, az F pont G-be. Ezt a G pontot kell megtalálni. A DEFG paralelogramma G pontját úgy tudjuk megszerkeszteni, hogy DE körzőnyílással F-ből húzunk körívet, EF körzőnyílással pedig D-ből. A két körív metszéspontja adja G-t.
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II. Az a+b vektor kezdőpontja az a vektor kezdőpontja lesz, végpontja pedig az eltolt b vektor végpontja (G).
III. Ezzel a vektorral kell eltolni a háromszög A, B és C pontjait. Az eltoláshoz az a+b vektort kell eltolni A, B és C pontokba, amit a fent leírt módszerrel lehet elvégezni (paralelogramma negyedik pontjának meghatározása).
IV. Az A’, B’ és C’ pontokat kell elforgatni P körül +π/6 radián szöggel, tehát az óramutató járásával ellentétesen 30º-kal. A C’ pontot úgy forgatjuk el 30º-kal, hogy a PC’ szakasz (mint szögszár) P pontjából egy 30º-os szög másik szögszárát szerkesztjük meg és erre a másik szögszárra felmérjük a PC’ távolságot.
2. Az ABCD négyzetet told el AB + AC vektorral, majd az eltolt négyzetet C pont körül forgasd el pozitív irányban ADB szöggel (azaz az ADB háromszög D-nél lévő szögével).



3. Szerkeszd meg az ABC háromszög a + b vektorral eltolt képét, majd az eltolt háromszöget forgasd el –π/3 radián szöggel P pont körül.













6. Szerkeszd meg az ABC háromszög 
[image: image19.bmp] vektorral eltolt képét (először a vektorokat kell összeadni!), majd az eltolt háromszöget forgasd el +π/6 radián szöggel P pont körül. 













Eljárás:

I. Az a és 
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 vektorok összegét adó vektort úgy kapjuk meg, hogy pl. az 
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 vektor kezdőpontját (A) az a vektor végpontjába (D) toljuk.

A vektor eltolása: Ha az A pont D pontba kerül, a B pont G-be. Ezt a G pontot kell megtalálni. Az ADBG paralelogramma G pontját úgy tudjuk megszerkeszteni, hogy AD körzőnyílással (amennyivel a vektort eltoljuk) B-ből húzunk körívet, AB körzőnyílással (a vektor hosszával) pedig D-ből. A két körív metszéspontja adja G-t.

II. Az 
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 vektor kezdőpontja az a vektor kezdőpontja lesz, végpontja pedig az eltolt 
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 vektor végpontja (G).

III. Ezzel a vektorral kell eltolni a háromszög A, B és C pontjait. Az eltoláshoz az 
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 vektort kell eltolni A, B és C pontokba, amit a fent leírt módszerrel lehet elvégezni (paralelogramma negyedik pontjának meghatározása).

IV. Az A’, B’ és C’ pontokat kell elforgatni P körül +π/6 radián szöggel, tehát az óramutató járásával ellentétesen 30˚-kal. A C’ pontot úgy forgatjuk el 30˚-kal, hogy a PC’ szakasz (mint szögszár) P pontjából egy 30˚-os szög másik szögszárát szerkesztjük meg (60˚-os szög szerkesztése, majd szögfelezés) és erre a másik szögszárra felmérjük a PC’ távolságot.
II. Síkidomok tulajdonságai

1. Az alábbi alakzatok betűjelét írd be azokhoz a tulajdonságokhoz, amelyekkel az alakzat jellemezhető.
(8 pont)




I. Konkáv: 
c, e

II. Forgásszimmetrikus:
a, b, c, d

III. Tengelyesen szimmetrikus:
a, b, c, d, e, f

IV. Középpontosan szimmetrikus:
a, b, c

2. Az alábbi alakzatok betűjelét írd be azokhoz a tulajdonságokhoz, amelyekkel az alakzat jellemezhető.







I. Konkáv: 
a, c, e

II. Forgásszimmetrikus:
b, c, d, e

III. Tengelyesen szimmetrikus:
a, b, c, d

IV. Középpontosan szimmetrikus:
c, d, e

3. Az alábbi alakzatok betűjelét írd be azokhoz a tulajdonságokhoz, amelyekkel az alakzat jellemezhető.






I. Konkáv: 
b, f

II. Forgásszimmetrikus:
a, d, f

III. Tengelyesen szimmetrikus:
a, b, c, d, e, f

IV. Középpontosan szimmetrikus:
a, d, f

III. Ívmérték
Határozd meg az alábbi értékeket:

radiánban:
fokban:
15° = π/12 (rad)
π/8 (rad) = 22,5°
270° = 1,5 π (rad)
3π (rad) = 540°
30° = π/6 (rad)
3π/2 (rad) = 270°
105° = 7π/12 (rad)
6π/5 (rad) = 216°
45° = π/4 (rad)
π/15 (rad) = 12°
105° = 7π/12 (rad)
3π/5 (rad) = 108°
37° = (π/180)·37 (rad) = 0,206 π (rad)
5 (rad) = 286,6° (180°= 3,14 (rad) (
 = 0,646 (rad)
5 (rad) = 5·180/3,14°)
π° = (π/180)·π (rad) = π2/180 (rad)
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 (rad) = 
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·180/3,14°

11,5° = 11,5π/180 (rad)
x (rad) = x·180/3,14° =57,3x°

(180°= 3,14 rad ( x rad = x·180/3,14)

Átváltás: 360° = 2π (rad), 180° = π (rad) ( 1° = π/180 (rad) ; 1 (rad) = 180/π °
IV. Kör területe és kerülete

1. Mekkora az alapterülete és a körívén lévő futópályának a hossza az alábbi stadionnak:





A stadion egy téglalapból és két félkörből áll. A terület és a kerület számításánál is össze lehet vonni a két félkört egy egész körré, aminek az átmérője 50m, a sugara tehát 25m.

Alapterület: 150·50 + 252 · π = 9462,5 m2 
Kerület: 2rπ + 150 + 150 = 457 m
2. Mekkora a területe és a kerülete a 10 egység oldalú négyzetbe írható körnek?
A kör átmérője 10, tehát sugara 5. 
K = 2rπ = 10π
T = r2π = 25π

3. Egy 20 cm oldalú papír négyzetből kivágunk egy oldalait érintő kört. A hulladékból 4 db egybevágó alakzatot kapunk. Mekkora az egyik ilyen alakzatnak a kerülete és a területe?

Tnégyzet = 20 · 20 = 400 cm2; Tkör = 102 · π = 314 cm2
Thulladék = (400-314)/4 = 21,5 cm2
Khulladék = Knégyzet/4 + Kkör/4 = 20 + 5π = 35,7 cm
V. Pitagorasz tétel és háromszögek kerülete, területe

1. Egy 20 egység átfogójú egyenlő szárú derékszögű háromszögnek mekkora a területe és a kerülete?
c = 20; a = b
a2 + b2 = c2 ( 2a2 = c2 ( 2a2 = 202 = 400 ( a2 = 200 ( 
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K = a + b + c = 2a + c = 2
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 + 20 (= 48,28)
T = a2 / 2 = 100
2. Egy téglalap átlója 10 egység, egyik oldala 6 egység. Mekkora a téglalap területe?
A téglalap másik oldala a Pitagorasz tétel szerint:

b2 = c2 – a2 ( b2 = 100 – 36 = 64 = 82 ( b = 8 (  T = a·b = 6·8 = 48
3. Egy 10m magas ház falának tetején rögzített és pontosan a földig érő kötelet hozzákötjük Borihoz, aki 2 méteres gólyalábakon szeretne minél messzebb jutni a háztól. Hány méterre tud eltávolodni?









x2 + 82 = 102 ( x2 = 100 – 64 = 36 ( x = 6

4. Mekkorák annak a rombusznak az oldalai, aminek a hosszabbik átlója 16, a területe pedig 96?
Rombusz területe az átlók szorzatának fele (T = 16x/2), tehát ha a terület 96, akkor a másik átló:
x = 96 · 2 / 16 = 12

A rombusz (átlók által meghatározott) negyede egy olyan derékszögű háromszög, aminek a befogói 16/2 = 8 és 12/2 = 6 hosszúak, az átfogó négyzete tehát 82 + 62 = 100. Mivel ez az átfogó a rombusz oldala, ennek hossza 10 lesz.

5. Mekkorák annak a rombusznak az oldalai, aminek az egyik átlója 8, a területe pedig 24?

Rombusz területe az átlók szorzatának fele, tehát ha a terület 24, akkor a másik átló

24 · 2 / 8 = 6

A rombusz (átlók által meghatározott) negyede egy olyan derékszögű háromszög, aminek a befogói 8/2 = 4 és 6/2 = 3 hosszúak, az átfogó négyzete tehát 42 + 32 = 25 = 52. Mivel ez az átfogó a rombusz oldala, ennek hossza 5 lesz.

6. Egy helikopter húz maga után egy vízisíelőt. A helikopter a víz felszínétől pontosan 18 méterre száll, a vízisíelő pedig pontosan 2 méter magas és a kötelet a fejével egy magasságban tartja. A kötél hossza 20 méter. Ha hirtelen megáll a helikopter a levegőben, akkor a vízisíelő hány métert csúszik még a vízen, amíg pontosan a helikopter alá nem ér?








A derékszögű háromszög ’a’ befogóját kell kiszámítani a Pitagorasz tétel segítségével:

a2 = 202 – 162 = 400 – 256 = 144 = 122 ( a vízisíelő 12 métert csúszik.

7. Egy derékszögű háromszög ’a’ befogójának hossza 6 egység, ’c’ átfogójának hossza 10 egység. Milyen hosszú a ’b’ oldal? Mekkora a háromszög kerülete és területe?

b2 = c2 – a2 = 100 – 36 = 64 ( b = 8
K = a + b + c = 6 + 8 + 10 = 24

T = (a befogók szorzatának fele) = (a · b) / 2 = (6 · 8) / 2 = 24

8. Számítsd ki egy 6 egység átfogójú egyenlő szárú derékszögű háromszög területét.

a = b; c = 6 ( a2 + a2 (= 2a2) = c2 = 36 ( a2 = 18
T = a2 / 2 = 9

9. Számítsd ki egy 8 egység befogójú egyenlő szárú derékszögű háromszög átfogóhoz tartozó magasságának hosszát.

A fenti derékszögű háromszög területét kétféle módon is meg tudjuk adni. Egyik mód:
T = a2 / 2 = 64 / 2 = 32

c2 = 2a2 = 128 ( c = 11,31

A területet az átfogó és az átfogóhoz tartozó magasság segítségével is kiszámíthatjuk:

T = (c · mc) / 2 ( mc = 2T / c = (2 · 32) / 11,31 = 5,66

(Másik megoldási lehetőség: a magasság felezi az átfogót, Pitagorasz tétel írható fel arra a háromszögre, amit az átfogó fele, a magasság és az egyik befogó alkot.)

(Harmadik megoldási lehetőség: az előbb említett háromszög hasonló az eredetihez, tehát egyenlő szárú, így a magasság egyenlő az átfogó felével)
VI. Hengerszerű testek

1. Egy speciális söröshordó pontosan befér a másfél méter magas és egy méter széles hűtőszekrényünkbe. Hány liter sört tudok tárolni ebben a hordóban?

(1 liter = 1 dm3)
A hordó (henger) alapkörének átmérője 1m = 10 dm (r = 5), magassága 15 dm, térfogata tehát 

V = r2π · m = 25π · 15 = 1177,5 dm3 ( 1177,5 liter sört tudok tárolni.

2. Egy fából készült négyzetes hasábból, aminek az alapjának éle 20 cm és a magassága 50 cm, kifaragjuk a lehető legnagyobb hengert (alaplapja a hasáb alaplapján van). Hány cm3 lesz a fahulladék?

A négyzetes hasáb térfogata: V = 20 × 20 × 50 = 20000 cm3
A henger térfogata: V = r2π × m = 102 · π · 50 = 5000π = 15700 cm3
A fahulladék a két térfogat különbsége: 20000 cm3 – 15700 cm3 = 4300 cm3
3. Egy hengerszerű test esetében mit jelent a palást, mikor ad kiterítve téglalapot és hogyan lehet kiszámolni ennek a téglalapnak a területét?
A palást az alkotók összessége. Az egymással párhuzamos alkotók kötik össze az alaplapokat, az alkotó azonos állású és hosszúságú azzal a vektorral, amivel a két alaplap egymásba tolható.
A kiterített palást akkor ad téglalapot, ha a hengerszerű test egyenes, tehát ha az alkotói merőlegesek az alaplapjára.

A téglalap egyik oldala a test magassága, a másik oldala az alaplap kerülete. A téglalap területe a két oldal szorzata.

4. Adj példát hengerszerű testre és add meg a felszínének kiszámolási módját.
Henger: A = 2·r2π + m·2rπ

Téglatest: A = 2 · (ab + bc + ac)

Kocka: A = 6 · a2
5. Ábrázold Venn-diagramm segítségével az alábbi testeket:

Kocka, téglatest, hengerszerű test, ferde henger, paralelepipedon






5. Két földönkívüli látogatást tett a matematikai kutatólaboratóriumban. Mindkettőnek szép szabályos hengerfeje volt. Azon vesztek össze, hogy melyikük okosabb, melyiküknek nagyobb térfogatú az agya (az agyuk pontosan kitölti a henger fejüket). Az első földönkívüli (E.T.) fejének teteje egy 5 cm sugarú kör, fejének magassága 20 cm, a második földönkívüli (Nyolcadikutas) fejének teteje egy 8 cm sugarú kör, fejének magassága pedig ugyancsak 8 cm. Melyikük okosabb? (számolás szükséges!)

V1 = r2 · π · m = 5 · 5 · 3,14 · 20 = 1570 cm3
V2 = 8 · 8 · 3,14 · 8 = 1608 cm3
Nyolcadikutas okosabb.

8. A fenti két földönkívülinek Marsi tanár úr elmagyarázza, hogy nem az agy térfogata, hanem a felülete számít az okosságban. Most akkor melyik az okosabb? (agyuk nem tekervényes, hanem csak a hengeralak felszíne számít).
A1 = 2 · r2 · π + 2 · r · π · m = 785 cm2
A2 = 804 cm2
Ismét Nyolcadikutas okosabb.

VII. Vegyes feladat

1. Mekkora a területe és a kerülete az alábbi alakzatnak

(Értelmezés: az alakzat 3 kör uniója, a csúcspontok egyenlő oldalú háromszöget adnak, ennek oldala 2 egység. Egy körnek az átmérője a háromszög egyik oldala.)





Az alakzat – mivel a háromszög oldalai felezik a köröket – három félkörből áll és a háromszögből. A félkörök sugara 1 egység, területük tehát π/2. A háromszög magassága a Pitagorasz tétel szerint: m2 = 22 – 12 = 3 ( m = 
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A háromszög területe: Th = 2·m/2 = m = 
[image: image12.wmf]3


Az alakzat területe tehát: T = 3·(π/2) + 
[image: image13.wmf]3


A félkör kerülete: Kf = 2rπ/2 = rπ = π ( Az alakzat kerülete tehát: K = 3π
2. Mekkora egy rombusz alapú egyenes hasáb térfogata és felszíne, ha a rombusz átlóinak hossza 18 és 24 cm, a magassága pedig 20 cm?
A rombusz területe: Tr = (e · f) / 2 = (18 · 24) / 2 = 216 cm2
A hasáb térfogata: V = alapterület · magasság = 216 · 20 = 4320 cm3
A rombusz félátlói (9 és 12 cm) a rombusz egyik oldalával derékszögű háromszöget alkotnak, mivel az átlók derékszögben metszik egymást. Ennek a háromszögnek az átfogója (azaz a rombusz egyik oldala) a Pitagorasz tétel szerint: c2 = a2 + b2 = 92 + 122 = 81 + 144 = 225 ( c = 
[image: image14.wmf]225

= 15 cm

A rombusz kerülete: K = 4 · c = 4 · 15 = 60 cm

Az egyenes hasáb palástja kiterítve egy téglalapot ad, melynek egyik oldala a hasáb magassága, másik oldala pedig az alaplap, tehát a rombusz kerülete. A palást (téglalap) területe tehát: Tp = m · K = 20 · 60 = 1200 cm2
A hasáb felszíne az alaplapok és a palást területének összege, tehát:

A = Tp + Tr + Tr = 1200 + 2 · 216 = 1632 cm2
A’’





A





B





paralelepipedon





kocka





téglatest





ferde henger





hengerszerű test





8





10





x





x m





8 m





2 m





10 m





50 m





150 m





c





e





d





f





b





a





G





F





E





D





B’’





C’





B’





A’





C’’





a+b





A’’





a+b





b





b





a





P





C





B





A





B’





A’





D





C





C’





D’





C





B





A





a





B’





b





b





a+b





B’’





A’’





A’





C’





P





C’’





d





c





a





b





f





e





c





a





d





b





f





e





20





16





a





2





2





m





1





A





D





a





� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���





A’





� EMBED Equation.DSMT4  ���





B





G





C





C’





B’





A’’





P





C’’





B’’








_1116096127.unknown

_1116868542.unknown

_1113939054.unknown

_1116095857.unknown

_1116095960.unknown

_1116096068.unknown

_1116095924.unknown

_1113941703.unknown

_1113863074.unknown

_1113939027.unknown

_1113862996.unknown

